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1. Einleitung

Solarzellen gewinnen im Zeitalter der regenerativen Energien immer mehr an Bedeutung.
Allein in den letzten 10 Jahren ist die photovoltaiksche Energiegewinnung tiber das
180-fache angestiegen. Der Wert der erzeugten elektrischen Energie liegt aktuell auf iiber
12000 GWh/a [1]. Noch wichtiger werden diese Technologien nach dem
Bundestagsbeschluss vom 30.6.2011 fiir den Ausstieg der Energiegewinnung durch
Kernspaltung bis 2022. Geplant ist den Anteil regenerativer Energien unter staatlicher
Forderung bis 2020 auf 35 % zu steigern. Derzeit liegt der Anteil bei ca. 11 %, davon ca.
2 % durch Photovolatik [1].

Geeignete Materialien fiir Solarzellen sind beispielsweise Halbleiter wie Silizium oder
Verbindungshalbleiter wie GaAs bzw. CdTe. Dick- bzw. dliinnschichtige Silizium-Zellen sind
gangige Materialien fiir den kommerziellen Gebrauch mit einem Wirkungsgrad von ca.
18 % [2] bzw. 10 % [3]. Neben diesen Materialien sind auch organische- (Wirkungsgrade
von ca. 8 % [4]), sowie Farbstoffe geeignet. Die erste Generation von Solarzellen ist durch
die Benutzung von poly- und monokristallinen Siliziumwafern charakterisiert. Die
zunehmend diinnschichtige Herstellung von Zellen aus den oben genannten Materialien
wird zur zweiten Generation gezahlt.

Die laufende Erforschung der epitaxischen Methoden und der atomaren Auflésungen von
Grenzschichten durch z.B. die Querschnitts-Rastertunnelmikroskopie ermdoglicht sehr
prazises und kontrolliertes Kristallwachstum. Folglich ist es in Zukunft interessant diese
Technologien zu verwenden um die Solarzellen noch diinner werden zu lassen und
systematisch Quantenpunkte in vielschichtigen Systemen auszunutzen um deutlich hohere
Wirkungsgrade zu erreichen. Zur Zeit werden in solchen vielschichtigen Systemen unter
Verwendung verschiedener GaAs-Verbindungen Wirkungsgrade von bis zu 42 %
erreicht [5]. Das sind die Solarzellen der dritten Generation.

In der vorliegenden Bachelorarbeit werden einige theoretische Aspekte von Solarzellen
auf quantenmechanischer Basis behandelt. Nach einem ausfiihrlichen Kapitel iiber die
wichtigsten Schritte bis zum vollstindig quantisierten System [6] der Licht-Materie-
Wechselwirkung, wird der spezielle aber reprasentative Fall eines Zwei-Niveau-Systems
betrachtet. Dies ist vor allem dann ein sinnvoller Ansatz, wenn unser reales System nur
diskrete Zustdnde erlaubt, wie es in einem Quantenpunkt-basierten System der Fall ist.
Quantenpunkte sind charakterisiert durch eine starke Licht-Materie-Kopplung und durch
ihre in allen drei Raumrichtungen eingeschrankten und deshalb lokalisierten
Wellenfunktionen. Die Grofde der Quantenpunkte betrdgt wenige Nanometer und sie
entstehen in Abhangikeit der epitaxischen Methode durch Materialspannungen und -
versetzungen in der Grenzschicht zweier Materialien verschiedener Gitterkonstanten.
Nachdem die Dynamik samtlicher Observablen und deren gekoppelten GréfRen berechnet
wurde, geht es iiber zu einigen Anwendungen. Es werden verschiedene Wirkungsgrade
und Verlustmechanismen diskutiert.

Anschlief}end wird in Anlehnung an die Arbeit von Scully [7] und Shockley-Queisser [8]
ein naives Modell fiir Solarzellen aufgestellt, in dem zwischen dem gewohnten
pn-Ubergang eine Quantenpunktschicht epitaxiert wurde.
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2. Grundlagen der Feldquantisierung

Bei der kanonischen Feldquantisierung wird vom semiklassichen Modell, in dem Materie
quantisiert und Felder klassisch behandelt werden, abgesehen und den Feldern selbst
quantenmechanischer Charakter zugesprochen, indem sie in die Operatorschreibweise
iiberfilhrt werden. In den folgenden Unterkapiteln  wird, ausgehend von den
mikroskopischen Maxwellgleichungen und den Lagrange- bzw. Hamilton-Dichten des
jeweiligen Systems, die Wechselwirkung zwischen dem elektromagnetischen Feld und
Elektronen im Besetzungszahlformalismus hergeleitet. Die Quantisierung des
elektromagnetischen Feldes, bzw. die Formulierung im besagten
Besetzungszahlformalismus  wird als  zweite Quantisierung  bezeichnet, das
Niederschreiben der Bewegungsgleichung (Schrédingergleichung) fiir Materieteilchen bei
Betrachtung klassischer Felder hingegen als erste Quantisierung. Im Rahmen der zweiten
Quantisierung lasst sich jeder fermionische und bosonische Operator darstellungsfrei in
Erzeuger und Vernichter Schreibweise formulieren.

2.1. Photonen-Hamiltonian

Im Folgenden wird das elektromagnetische Feld ausgehend von den Kklassischen,
mikroskopischen Maxwellgleichungen quantisiert:

o
VE =, (2'1'1)
€o
V-B=0, (2.1.2)
VXE = —4,B, (2.1.3)
1
VXB = poj +—0,E. (2.1.4)

Hierbei ist E die elektrische Feldstirke, B die magnetische Flussdichte, p die
Ladungsdichte, j die Stromdichte, ¢ die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum und &, bzw. pu,
die Dielektrizitiats- bzw. Permeabilititskonstante im Vakuum.

Fiihrt man nun die Potentiale A und ¢ mit

B = VXA, (2.1.5)
E=-Vp—0,A (2.1.6)

ein, so erhdlt man aus den inhomogenen Maxwellgleichungen (2.1.1) und (2.1.4) ein
System aus zwei gekoppelten Differentialgleichungen zweiter Ordnung:

VZp+0,V-A = —5—0, (2.1.7)
VZA—iaA—V \7-A+la¢ = —loj (2.1.8)
20t o2t Ho) - L

Die homogenen Maxwellgleichungen (2.1.2) und (2.1.3) sind dabei automatisch erfiillt.
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Wir nutzen die Eichfreiheit der Potentiale A und ¢ aus, um die Gleichungen (2.1.7) und
(2.1.8) zu entkoppeln. Wir verwenden dazu die Coulomb-Eichung

V-ATr© = 0. (2.1.9)

Diese Wahl der Eichung wird auch als transversale Eichung bezeichnet, da die
resultierende Wellengleichung

1
(\72 - C—zag)A(r, t) = —pojr(r,t) (2.1.10)

nur noch vom transversalen Anteil der Stromdichte jr abhdngt. Jedes Vektorfeld ist nach
dem Helmholtztheorem in einen transversalen und longitudinalen Anteil zerlegbar.

Da es die Eichfreiheit der Potentiale zuldsst, kann zuséatzlich ¢ = 0 angenommen werden,
sodass nur noch die Wellengleichung fiir das Vektorpotential A verbleibt. Diese Wahl der
Eichung wird Strahlungseichung genannt.

Die Losung der Gleichung (2.1.10) ergibt sich aus der Entwicklung von A nach ebenen

Wellen
A(r,t) = Z h ek;\ie“‘rcue‘i"’kt + c.c. (2.1.11)
& 1’ 2wggy WV

Der Term ./ h/2wge, dient der Normierung in Einheiten der Energie. Damit die
Entwicklung méglich wird, wird vorerst 1/+/V als Randbedingung fiir einen kubischen
Resonator mit dem Volumen V eingefiihrt, iiber dessen Quantisierungsvolumen auch der
spatere Operator definiert sein muss. Desweiteren ist Kk unser Wellenvektor und
Ck, serlont = Ck 2 (D) unsere Amplitudenfunktion. Der Vektor ey , ist der Polarisationsvektor
(reeller Einheitsvektor) und kann mit 2 = 1,2 und der Bedingung ey ; - ey, = 0 beliebige
Polarisationsrichtungen der Welle durch Superpositionierung der zugehorigen
Amplituden cy; darstellen. Da sich im besagten Resonatorvolumen nur stationdre
Schwingungszustande einstellen konnen, reprasentiert jedes Kk eine Schwingungsmode.

Der nachste Schritt besteht darin, analog zu den zueinander kanonisch konjugierten
Grofden wie Ort und Impuls, das zu A(r,t) kanonisch konjugierte Feld I, zu bestimmen.
Hierzu benétigen wir die Lagrangedichte des elektromagnetischen Feldes, welche duch

L—1< EZ2 132) 2.1.12

gegeben ist. Setzt man die Potentialdefinitionen (2.1.5) und (2.1.6) ein, so ergibt sich
folgende Form der Lagrangedichte:

3
1 1
L= E; (go(atAi)2 i (V x A)f) . (2.1.13)

Nun kénnen die konjugierten Komponenten Il (r,t) des neuen Feldes bestimmt werden.
Der generalisierte Impuls ist iiber die Lagrangefunktion L definiert:

oL

= —. 2.1.14
4, ( )

Pj
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In der Feldtheorie gilt analog fiir die Komponenten des kanonisch konjugierten Feldes

IT = —= A = —&E 2 5
. > EoAj Eoki, 1.1
A 0’1 043 oti ( )

also insgesamt

HA(r,t) = SoA: —SoE

| how (2.1.16)
= (—IEO)Z o Vek,;\el Teg 2679k +c.c.
kA N0

An dieser Stelle werden die Felder A und I, in den Operatorformalismus iiberfiihrt:

A(r,t) - A, t),
Mu(r,t) — Ha(r0),
Cka — Cka,
Cka — elt,z-
Man geht in heuristischer Weise davon aus, dass die kanonischen
Vertauschungsrelationen

[A;(r,0), A", 0] = 0, (2.1.17)
[ﬁAi(r,t),ﬁAj(r’,t)] =0, (2.1.18)
[Ai(r,t), ﬁA].(r',t)] = s —r"). (2.1.19)

auch fiir Felder gelten, was ausschliefRlich im Experiment bestitigt werden kann. In
Gleichung (2.1.19) wurde eine Anderung im Vergleich zur bekannten
Vertauschungsrelation [qi,pj] = ihd;; vorgenommen. Den uneigentlichen Hilbertvektoren
r und r und der transversalen Eichung entsprechend wird das Kronecker-Delta durch die
transversale Deltadistribution 5113. ersetzt. Dass die Gleichung (2.1.19) nicht erfiillt ist,
wenn man dafiir die normale Deltadistribution verwendet, sieht man durch die
Ortsableitungen beider Seiten:

3
0y, [ Tlay| = [z oy, By My,
i=1

Dieses Problem wird behoben, wenn die Deltadistribution die Form

3
—0 % Z 0, ih6;5(r — ') = ihd, 5(r — r').
i=1

3
i=1

5 ey = — [ ek (5, ~ KK (21.20)
T (2m)3 ¢ U K2 o

annimmt [10][11]. Die Ortsableitungen von (2.1.20) sind im Appendix vorgerechnet.
Die Kommutatorrelationen (2.1.17) bis (2.1.19) sind jedoch nur erfiillt, wenn fiir die

Operatoren €y 4 und Elt ; die Kommutatorrelationen
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[exn Cr ] =0,
leh el ] =0, (2.1.21)

~ _at _
[Ck,l' Ckl,)u] = 6k,kl5l,lr .

gelten. Diese sind bosonische Vertauschungsrelationen und entpuppen das
elektromagnetische Feld als Photonen-Feld, wobei eben diese Bosonen die
Austauschteilchen der elektromagnetischen Kraft bilden. Es wird sich zeigen, dass die
Operatoren elt,/’l und ¢ 4 Photonen-Erzeuger- bzw. Vernichteroperatoren sind.

Jetzt kann ausgehend von der Hamiltondichte der Hamiltonoperator des
elektromagnetischen Feldes berechnet werden. Die Hamiltondichte ergibt sich aus der
Legendretransformierten der Lagrangedichte

1 1
H=0ATl,—L= E(sOEZ + M—BZ), (2.1.22)
0

welche bereits aus dem Poynting-Theorem als Energiedichte bekannt ist. Die
Hamiltonfunktion ist nun das Volumenintegral iiber die Hamiltondichte

1 1
H = jd31‘.7'f = —fd?’r(fsoE2 +—B2)
2 Ho
(2.1.23)
1 1
= —j d3r(£0(6tA)2 +—(Vx A)Z) )
2 Ho
Unter Verwendung der Beziehungen
3
(VxA)* = Z (@4)°, (2.1.24)
ij=1
o S kiK
ei{.leim + ei{,zei{,z + X2 - 8ij (2.1.25)
k-ex) =0, (2.1.26)

kommt man schliefilich auf den Hamiltonoperator des freien elektromagnetischen Feldes

—~

1 A At At s of o o1
Hpe = 52 hw(Ca8ir + Catia) = Zhwk Ciealica +5 - (2.1.27)
KA kA

Die Gleichung (2.1.25) und (2.1.26) geben lediglich an, dass es sich bei den Vektoren ey ; ,
ex, und Kk um ein orthogonales Dreibein handelt. Die Nullpunktsenergie (auch:

Vakuumsenergie)
hwk
Eq = 27 (2.1.28)
kA

gibt die quantenmechanische Grundzustandsenergie des Systems an und ist fiir die
Dynamik des Systems uninteressant. Sie wird deshalb vernachladssigt und so ergibt sich die
endgiiltige Gestalt des freien, mehrmodigen Photonen-Hamiltonians zu
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— _ A-l- A~
Hpe = Z hwyCy 2 i - (2.1.29)
kA

Im Appendix findet sich eine ausfiihrliche Rechnung von Schritt (2.1.23) bis (2.1.27).

2.2. Elektronen-Hamiltonian

Zur quantenmechanischen Beschreibung von nichtrelativistischen Elektronen, also
fermionischer Materie, wird die Bewegungsgleichung (Schrédingergleichung) auf die
Lagrangedichte des sogenannten Schrodingerfeldes

in h?
L= > W o) — O YY) — om (Vy™) - (V) =™V (r, 0y (2.2.1)

zuriickgeflihrt. Hierbei ist 1) = (1, t) die komplexe Feldfunktion des Schrodingerfeldes.
Die dazu kanonisch konjugierte Feldfunktion II(r,t) ergibt sich analog zum photonischen
Fall aus der Lagrangedichte zu

[(r,t) = aL lhl,b* 2.2.2
r, —yP*. 2.
Mochte man die Schrodingergleichung reproduzieren, so muss man die Lagrangedichte
(2.2.1) in die Euler-Lagrange-Gleichung fiir Felder einsetzen und fiir i auswerten. In
unserem Fall interessiert uns jedoch nur der Hamiltonoperator. Dazu benétigen wir
wieder die Hamiltondichte, also die Legendretransformierte der Lagrangedichte:

2
H = Mo + M*op* — L = Zh—m (V) - (V) + 3 V(r, D) (2.2.3)

Nun ergibt das Volumenintegral tuber die Hamiltondichte wieder unsere
Hamiltonfunktion:

hZ
He = f d3r<E(V1,b*(r,t)) - (Vy(r, 1) +¢*(r,t)V(r)¢(r,t)) (2.2.4)
_ [—(¢ ) - (Vo t))] d3r—(z/) ,0) - (V(r, )
— (2.2.5)
+fd3r1/)*(r,t)V(r)1/)(r,t)
hZ
= Jd3r¢v*(r, t) <—EV2 +V(r)>1/)(r,t). (2.2.6)
H

An dieser Stelle iiberfiithren wir die Feldfunktionen ¥ und 1* in den Operatorformalismus:
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N
PO - 0 = ) e ),
= (2.2.7)
N
P - P = Y al0ei ).
i=1

Diese hier eingefiihrten Feldoperatoren unterliegen den
Kommutatorrelationen

[b(r,0,9@, 9], = 0,
[0, 9@, 0], =0,
[, 0,91, 0], = 6r—r")
und
[a®.30], = o,
laf®.a/®], = o,
[a®.af©], = 8.

fermionischen Anti-

(2.2.8)

(2.2.9)

Die Operatoren diT (t) und @;(t) sind Elektronen-Erzeuger- und Vernichteroperatoren eines
fermionischen Teilchens im Zustand |i ). Fiir die Einteilchen-Ortswellenfunktionen ¢;(r)

und ¢; (r) des Teilchens im jeweiligen Zustand gilt

> g @@ = 8~ und [ Frp ey = )= 5. (22.10)

Nun zuriick zum Hamiltonoperator der Elektronen, dessen Potential V(r,t) wir im
Folgenden als stationar betrachten, da wir im Falle der stationaren Schrédingergleichung
fiir ein Teilchen wissen, dass die Energien E; die Eigenwerte des zeitunabhingigen
Hamiltonoperators sind, wenn die ¢;(r) die zugehorigen Eigenfunktionen sind:

—~ - h? -
He J d3rt(r,t) <—EV2 + V(r)> P(r, 1)

hZ
> al @& [ Ereim (—ﬂvz + V(r)) 9(r)

i

ij ij
= > OaGOE.

1
Gleichung (2.2.12) ist unser Einteilchen-Hamiltonoperator.

(2.2.11)

>l OaOF [ Frei@em = Y dOuOES;

(2.2.12)
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2.3. Elektron-Photon-Wechselwirkung

Um das elektromagnetische Feld an die Elektronen zu koppeln, macht man fiir die
Lagrangedichte (2.2.1) den Ansatz der minimalen Kopplung [12]

p-p—daA. (2.3.1)
Der Hamiltonoperator, der nun entsteht, enthdlt den Elektronen-Hamiltonian, den
Wechselwirkungshamiltonian und einen nichtlinearen Hamiltonian der Photon-Photon-
Wechselwirkung. Nur der Hamiltonian des elektromagnetischen Feldes ist nicht enthalten.
Der Ubersichtlichkeit halber wurde im vorherigen Unterabschnitt der elektronische Teil

separat behandelt.
Aus der Hamiltondichte

(P A
7=t (%W(r))w

entsteht also die Form

~ ~ (1 N2 -
H =Pt (ﬂ(p—qA) +V(r))1/) (2.3.2)
p° q q q°
= X 2 5.A_—_"A.H 1 A2 n
2 <2m 2mp A ZmA p-I_ZmA +V(r)>lp
=2 2
A qh_ . qh_ qQ° -
—_ (2 __2 "v.A__1 QK. 1 A2
¥ <2m 2miV A 2miA V-l_ZmA +V(r)>1/1
~(P* qh_ q° - R
- 2= _21_Xx. 1 A2
P <2m ——A-V+--A +V(r))¢. (2.3.3)

Es wurde die Nabla-Operator-Eigenschaft
V-(A&)) = P(V-A)+A- (V) = A- (V) (2.3.4)

benutzt, wobei an die Coulomb-Eichung V- A = 0 und die Definition des Impulsoperators
in Ortsdarstellung p = (2/i)V erinnert sei. Man kann hier leicht die soeben aufgezahlten
Hamiltonians identifizieren. Wir beschéftigen uns jetzt mit dem Wechselwirkungsterm,
dessen zugehoriger Hamiltonoperator sich wie folgt berechnet:

~ _ N h_ -
Hept = fd3r7-[e,pt = fd3rw+ (— d A-v)¢

m i

h ./ h _ _ - | )
Z \/;/_f d31'l/)1- (laq (ek,lelkrek,le_lwkt + ek';\e_lkrﬁltjlelwkt) . V) P
kA

> fra]
r
& 2wiegV

Aty ey [ 1 ikr A —ikra -
& (¢ () (1 — (exae™ Ciea (D) V + eipe e, (O V)> & (D), (r)
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[ 08060 [ @ o @ET)em + ol O8O [ Eroime)em)

Hierbei ist anzumerken, dass fermionische und bosonische Operatoren immer
vertauschen, da sie auf Zustinde unterschiedlicher Hilbertraume wirken.

An dieser Stelle werden die Kopplungskonstanten gii/1 (Elemente der Kopplungsmatrix)

i q h ) .
Bika = Ly fmek,x' f d3r o (1) (e*™¥V) g;(r)

Es wird nun eine Dipolndherung durchgefiihrt, da das Atom mit einem oszillierendem
elektromagnetischen Feld wechselwirkt, dessen Wellenldnge viel grofier ist, als der
Atomdurchmesser. Somit kann man die Ortsabhangigkeit am Atomort R, welcher uns ja im
im Wechselwirkungsfall nur interessiert, vernachlassigen:

eingefiihrt:

E(r,t)~ E(R,t) ~E(t).
Eine Taylorentwicklung fiihrt uns zu

etkR ~ 1 +ikR+... ~ 1,
woraus folgt:

ij ij . d h 3. %
8+ka — 8Bka la Za)ksovek'}‘. d>r ¢y (F)Vgoj(l‘)
= e [ @i ($9) o).

In Dirac-Notation [siehe Beziehung (2.2.10)] und fiir eine negative Ladung q = —e ergibt
sich die Form

jo_ ¢ |_h
Bk = hm |2wkenV

Damit hat der Wechselwirkungshamiltonian zwischen einem mehrmodigem Photonenfeld
und einem Elektron die Gestalt

ek - (ilplj) -

= 1) gl O aO@uO +E,0). 23.5)

kA

Es sei abschliefiend erwahnt, dass der Hamiltonoperator des gesamten Systems aus ein
und derselben Lagrangedichte
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£= o (Svy—qap) (Cow + gap) + 2 o - @) Ve Y
= 2m\i 1 i 1 2 T ‘ '
(2.3.6)
1 1
+E<£0E2 - EBZ>
ableitbar ist.

3. Naherungsverfahren

Bevor die Dynamik unserer Observablen untersucht wird, wird zunichst eine Ubersicht
iiber die dafiir bendtigten Naherungsverfahren gegeben. Im Folgenden werden drei
wichtige Werkzeuge der theoretischen Physik vorgestellt. Ndherungen sind essentiell flr
die Vereinfachung von Differentialgleichungssystemen, welche in vielen Féllen auch nur so
losbar gemacht werden konnen. Gleichungen werden somit meist auf Spezialfille
reduziert. Ihre Giiltigkeit erfordert physikalische Uberlegungen und muss im Experiment
gepriuft werden.

3.1. Drehwellenndherung

Die Drehwellenndherung (rotating wave approximation) erlaubt es, schnell oszillierende
Terme (Kreisfrequenzen von (wy + wg)) in einem Hamiltonoperator gegeniiber den
langsam oszillierenden [Kreisfrequenzen von (wyg — wy)] zu vernachlissigen, was
letztendlich zu einer Vereinfachung der Gleichungen fiihrt. Diese Ndherung ist zuldssig,
wenn die Lichtfrequenz wy in der Nihe der Resonanzfrequenz (Ubergangsfrequenz) w
des Systems liegt, also wy = w, gilt. Die Feldintensitdt darf hierbei nicht zu grof}, die
Frequenzen nicht zu klein sein. Legitimiert wird dieses Verfahren dadurch, dass auf den
relativ groflen Zeitskalen, die betrachtet werden, hochfrequente Oszillationen keinen
Einfluss auf die Dynamik des Systems haben, da diese sich zu Null mitteln. Die Dynamik
wird lediglich durch die Einhiillende der schnellen Oszillationen bestimmt. Diese schnell
oszillierenden Terme gewinnen jedoch auf dazu relativ kurzen Zeitskalen an Bedeutung
(Elektron-Phonon-Wechselwirkung: fs- bis ps-Zeitskala [13]), sind aber im Falle einfacher
atomarer Uberginge (Oszillationen im ns-Bereich) vernachlissigbar.

Welche Terme wie schnell schwingen wird sich im folgenden Unterabschnitt durch die
Berechnung der Bewegungsgleichungen zeigen.

3.2. Born-Ndherung

Es wird sich zeigen, dass beim Aufstellen der Bewegungsgleichungen jeweils Terme

hoherer Ordnung von Operatoren entstehen. Berechnet man at(ehem), so entstehen

Terme, wie <ddej611:A>- Stellt man die Gleichung at<ai*ajeb> auf, so fithrt das zu Termen,
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wie (&?diﬁllékr'lr) usw.. Alles in allem fithrt das zu einem nicht geschlossen

Differentialgleichungssystem. Dieses Hierarchie-Problem ldsst sich lésen und das
Gleichungssystem schlieflen, wenn man annimmt, dass die Kopplung zwischen
elektromagnetischem Feld und Elektronen nur schwach ist und sich daher die
Erwartungswerte faktorisieren lassen. Es gilt:

At At A Born—Niherung At Ay sat A rauml.Hom. At A\ A
(@] @iy 7y ) —— (@ GiNC 1 G 1) —— (@) @)X (B )k Sa a7

wobei fiy ; die Besetzungszahl (Photonenzahl) fiir die entsprechende Schwingungsmode k

ist. Die Kronecker-Delta sind gleich Eins, wenn im Falle rdumlicher Homogenitit k = K’
und A = A’ gilt.

3.3. Markov-Naherung

Die  sogenannte  Markov-Ndherung macht das  analytische Loésen  von
Differentialgleichungen der Form

d . — =
3 AM) = iwaAM) + (B(®) (3.3.1)

moglich. Hierbei ist w, die Eigenfrequenz des Operators A(t). Wir teilen nun den Operator
in eine schnell und eine langsam oszillierende Komponente auf:

(A1) ~ (AWD)e'“A". (3.3.2)

Diesen Vorgang nennt man Transformation in den rotating frame. Hierbei wird ein
Wechsel in ein mitbewegtes Koordinatensystem vorgenommen. Nun folgt fiir
Gleichung (3.3.1):

%((@) ei‘*’At) = %((K(t)))ei‘%t +iwa(A(D)el®at = jw,(A(D))el®at + (B(t))  (3.3.3)

d - .
T AW) = Byeont (334)
Durch eine Integration und unter Verwendung der Substitution t' = t —s und dt’ = —ds
gelangt man zu der Form
t
(AW) — (A(=)) = f dt' (B(t))eieat’. (3:3.5)

(A(D) — (A(=0))

t oo
f dt’ (B(t))elwalt-t) = f ds (B(t — 5))ei®as,
—00 0

Mit
(B(t—s)) —» (B(t—s))elwst=), (3.3.6)
folgt
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(A®) — (A(-)) = f ds (B(t — s))ei(@a-wp)sgiopt (3.3.7)
0

An dieser Stelle wird die Markov-Naherung durchgefiihrt, das heif3t die Zeitabhangigkeit
beziiglich fritherer Zeiten s wird aus dem Operator gestrichen:

(B(t—s)) » (B(W). (3.3.8)

Die Begriindung ist, dass sich der Operator B(t — s) zeitlich viel langsamer entwickelt als

el®Bt, Man sagt auch, dass die Gedichtniseffekte des Operators B(t) vernachlissigt
werden. So folgt fiir die Losung der Differentialgleichung:

(A(D) — (A(—o0)) = (E(t))eintf ds el(©a=en)s (3.3.9)
By 0

Der Cauchysche Hauptwert P(1/(wa — wg)) dient der Energierenormierung, welche aber
schon in den Ubergangsfrequenzen definiert ist. Er wird deshalb nicht weiter betrachtet.

4. Zwei-Niveau-System

Dieses Kapitel behandelt die Bewegungsgleichungen, also die dynamische Entwicklung
einiger Grofden fiir den Spezialfall eines idealisierten Zwei-Niveau-Systems. Das bedeutet,
dass es zwei mogliche Zustidnde geben soll, in denen sich das System befinden kann. In
vielen Fillen ist das eine gute erste Ndaherung, auch wenn eine realistische Beschreibung
manchmal die Betrachtung mehrerer Niveaus erfordert. Als Beispiel sei ein
Halbleitermodell genannt, in dem sich ein Elektron entweder im Valenzniveau oder im
Leitungsniveau befindet. Im Halbleiter allgemein sind aber auch nichtdiskrete Zustinde in
einem Leitungsband moglich, welche durch ein Zwei-Niveau-System nicht erfasst wiirden.
Diese Zustdnde relaxieren dann in der Regel strahlungsfrei in Form von Phononen. Eine
zutreffende Beschreibung liefert ein Zweiniveau-System deshalb fiir Quantenpunkte, da
sich dort nur diskrete Zustinde ausbilden kénnen. Diesen Fall werden wir im Folgenden
betrachten.

Die beschreibenden Observablen (Messgrofien) unseres Systems sind jeweils die

Erwartungswerte der Besetzungszahlen der Elektronen (d? d;) im Zustand |[i), der
Ubergangsamplituden der Elektronen (d?d]-) vom Zustand |j ) nach |i ), der Photonenzahl
(élt,,lék_l) und der Feldvariablen des elektromagnetischen Feldes (Em) bzw. (€ 1), wobei
im Falle eines Zwei-Niveau-Systems i,j € {1, 2} ist.
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4.1. Bewegungsgleichungen der Observablen

Die Berechnung der Bewegungsgleichungen erfolgt iiber die Heisenberg-Gleichung
10,0 = [0, Hsys] (4.1.1)
= [0,He] + [0, Hpt] + [0, He e

fiir zeitabhdngige Operatoren (wobei diese hier nicht explizit zeitabhdngig sind) und
zeitunabhdngige Zustinde (Heisenberg-Bild).

Setzt man nun die gesuchten GrofRen an der Stelle des Testoperators O ein, so ergeben sich
unter Verwendung der bosonischen (siehe (2.1.21)) und fermionischen (siehe (2.2.9))
Vertauschungsrelationen folgende Bewegungsgleichungen:

4.1.1. Ubergangsamplituden

Die Bewegungsgleichung der Ubergangsamplitude vom angeregten Zustand |2) in den
Grundzustand |1) lautet

10:@]az) = wo(@lan) + ) ik (ala — afa) (e + e (412)
KA

und vom Grundzustand |1) in den angeregten Zustand |2)

i0@la) = —wotaan — > gih (ala - afan) (@ + ). (413)

KA
Hierbei ist
(E; —Ep)
Wo =" = (wy —wq).

Die Ubergangsamplituden vertauschen mit dem photonischen Hamiltonoperator Flpt. Die

Terme wo(d;rdz) und —wo(&;&l) werden freie Bewegung der jeweiligen Observablen
genannt. Betrachtet man also nur die Bewegungsgleichung der freien Bewegung

i0a]a,) = wo(a]as),
ohne Riicksicht auf Wechselwirkungen, so ergibt sich die Losung dieser Gleichung zu
(@Ta,) - (ala,)eiwot, (4.1.4)

Man kann nun sehen, dass der Term (didz) mit der Frequenz —w, oszilliert. Aquivalent
dazu oszilliert der Term (d;r d,) mit der Frequenz w.

4.1.2. Feldvariablen

Die Dynamik der Feldvariablen ist gegeben durch

10u(€1) = i) + gisata,) + gid(ala,) (4.1.5)

und
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04 2) = —wi(El,) — gRA(a1a1) — gik(alas) . (4.1.6)
Die Feldvariablen vertauschen mit He. Die Terme (¢y ;) bzw. (6;2/1) oszillieren mit —wy
bzw. wy.

4.1.3. Besetzungszahlen

Die Dynamik der Besetzungszahlen d;rdl =1fi; im Grundzustand und &;rdz =fi, im
angeregten Zustand ist gegeben durch

i0:@]a) = ) (3010, (s + ) - g (@] (ea + & ))) (4.17)
kA
und
i0.(afa,) = Z(gf&(di ay (G + & 5)) — gia(al ay (Ga + 6 )) - (4.1.8)
kA

Die Besetzungszahlen vertauschen mit He und Hp,.

4.1.4. Photonenzahl
Die Bewegungsgleichung der einmodigen Photonenzahl lautet:
02k 2000 = gia((@lant ) — @laec) + gia(alantl,) — @ae).  (419)

Die Photonenzahl vertauscht mit He und Hp,. Diese Gleichung ist der Ausgangspunkt fiir
weitere Rechnungen. Fir die Terme, in denen die Ubergangsamplituden an die
Feldvariablen koppeln, werden im folgenden Unterabschnitt eigene
Differentialgleichungen aufgestellt.

4.2. Kopplungsterme

Die Bewegungsgleichungen fiir die Photon-assistierten Polarisationen lauten:

0@l a,ef ) = (wo — wi(@] a8 ;) + gh(alay,)

+ z gety ((@fayel ) — (@ ayel e an), (4.2.1)
k' A’
10:a},8) = (@k — wo)(afart) + gk (@lay)
(4.2.2)

12 A At oA A At oA
+ z 8K’ ((a1 18y 38 a) — (@828, 5 ck,,l)) .
K\

Der Term (aAIdZEf:A) oszilliert mit (wy — wy), wobei (&;rdlﬁkyl) mit (wy, — w) oszilliert. Die

A

Terme (didzék’l) und (&;alékﬁ) oszillieren mit der Frequenz (w, + wy) und sind deshalb
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nicht energieerhaltend. Diese Prozesse sind auf den hier betrachteten langen Zeitskalen
nicht relevant und kénnen innerhalb einer Drehwellenndherung vernachldssigt werden.
Die folgende Abbildung veranschaulicht die Wirkungsweise der assistierten Grofien.

12) 12)
~ A.i.
CkA™™ " Cga
[1) 1)
aFin At a
a;al a;a

Abbildung 1: Veranschaulichung der Elektron-Photon-Wechselwirkung.

Nun werden die Erwartungswerte aus Gleichung (4.2.1) und (4.2.2) geméf}
Born-Naherung faktorisiert:

ioala el ) = (wo — w(ala,el ) — gih(alay)

+ ) gty (@ a) el ) — (@lael o). (+2.3)
KA
i yats A _ At~ A 12 yat A~
10(a,a,Ck3) = (wx — we){A,A1Ck 1) + g a(A5az)
(4.2.4)

12 At A\ /a ~ At A\ /a ~
+ Z N ((a1 a;) (CE/'A;Ck’A) — (a;raz) (CE,’A,CM)) )
k’,;\’

Diese zwei Differentialgleichungen haben die Form der Gleichung (3.3.1) und lassen sich
nach einer rdumlichen Homogenitdtsannahme mithilfe einer Markov-Naherung analytisch
l6sen:

(@la el ) = igeh((@hay) (s + 1) — @lany 2)ms(wi — wp) , (4.2.5)
(@fa18) = —igia((@laz)(nea + 1) — (@@ a)md (wo — wio) (4.2.6)

5. Dynamik im Zwei-Niveau-System

Diesen Abschnitt einleitend werden die Bewegungsgleichungen fiir Besetzungs- und
Photonenzahl nach einer Drehwellenndherung zusammengefasst dargestellt. Anhand
dieser Gleichungen wird dann die Dynamik im Kavitdtsmodell untersucht, sowie im Falle
eines ausgedehnten Systems der Einsteinkoeffizient hergeleitet.

Wir fiihren zunéchst eine Drehwellenndherung fiir die Bewegungsgleichung (4.1.9) der
Photonenzahl durch:
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iq at A _ 12 jata At 21 yat~ &
lat(ck,ack,ﬁ = giald; aZCk,)) — 8ika{d,81 8, 1) - (5.1)

Demnach wurden Terme, welche mit (w, + wy) schwingen, vernachlassigt. In Gleichung
(5.1) werden nun die Ergebnisse (4.2.5) und (4.2.6) eingesetzt. Es folgt:

Ny = ZHg%(igﬁ,lx ((nz —ny)ng, + nz) 8(wo — wy) . (5.2)
In Analogie dazu ergibt sich aus den Gleichungen (4.1.7) fiir n; und (4.1.8) fiir n,:

n; = Z 2Mgi5 8ka (nz —ny)ng, + nz) §(wo — wi), (5.3)

N, = z 2ngi gk (nz —ng)ng, + nz) §(wo — wi) - (5.4)

Wir werden nun die Kopplungskonstante der Elektron-Photon-Wechselwirkung iiber das
Dipolmoment, anstatt Uber die Matrixelemente p;; des Impulsoperators formulieren,
damit wir fiir die grafische Darstellung mit Literaturwerten arbeiten konnen. In
Unterabschnitt 2.3. zeigt sich, dass die Kopplungskonstante gii/l nach der pA-Kopplung
und Dipolndherung die Form

ijoo_ e h el 55
8ki = 7m ’Zwkeovem (ilplj) (5.5)

annimmt. Nach einer Transformation

(i|[Ao,#]lj) = (i|Hor —rHoli) = (Ei—E){ilrlj)

—————
wijh _dij/e

1o iR, e
ﬁ(ﬂ[l’ ) = _B“lpl]) (5.6)
Pij
. m
= pij = —iwy—d;
e
zeigt sich, dass die Kopplungskonstante entsprechend der fE-Kopplung in

gy = —iwj Wem'dn (5.7)

Gberfiihrbar ist. Hierbei ist d;; = dj; das Dipolmoment.

5.1. Kavitatsmodell

Wir betrachten ein resonantes System in einer Kavitdt, also den einmodigen Fall mit
Wy = W - Somit vereinfacht sich Gleichung (5.2) zu:

s = 2ngiiein ((ny —nmez +ny). (5.1.1)
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Unter Berticksichtigung von wjj = —wj; = wy wird unsere Kopplungskonstante (5.7)
eingesetzt in Gleichung (5.1.1):
. mawdi,
kA = oy ((nz —ng)ng, + nz) : (5.1.2)
Analog ergibt sich fiir die Besetzungszahlen n; und n, in Markov-Naherung:
. rwidi,
n, = — hegV ((nz —ng)ng + nz)' (5.1.3)
. mwydi,
n, = hegV ((nz —ny)ng, + nz) : (5.1.4)

Zur grafischen Illustration der mittleren Besetzungswahrscheinlichkeiten werden die
Gleichungen (5.1.2) - (5.1.4) am Beispiel eines GaAs-Quantenpunktes fiir vier
verschiedene Anfangsbedingungen (AB) numerisch gelost. Alle Werte werden in
Numerik-Einheiten fs, nm, eV, Kelvin und Elementarladungen verrechnet. Typische Werte
[9] sind wgh=1,5€eV, d;, =0,3e-nm und V=10°nm3 Um Kavititsverluste zu
simulieren wird in Gleichung (5.1.2) der Dampfungsterm —yny; mit y = 10ueV/h
hinzugefiigt. Siehe dazu Abbildung 3(a-d):

5 memmm——- ng; +n;
1.0 : n
08 4 Ny ;
~ n:
06 3
04f 2
02| %] TS
— :
‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 0 s ; R : . » fips)
0 e T T P To T 50 100 150 200 250 300 ©
(3a): Spontane Emission. (3b): Grofde Photonenzahl.
AB:ny ;(0) = 0,n;(0) =0,n,(0) =1. AB:ng ;(0) = 5,n,(0) = 1,n,(0) = 0.
10
2.0
08|
15¢
06|
1.0
04 F
ozl 05 !
00 /\\“— ; t 0.0 : : ‘ -t/ ps|
0 100 200 300 400 500 600 0 50 100 150 200
(3c): Koharent gepumpt. (3d): Stimulierte und spontane Emission.

AB:ny ;(0) =0,n;(0) =0,5,n,(0) =0,5. AB:ng;(0) =2,n;(0) =0,n,(0) =1.

Abbildung 3(a-d): Die mittlere Photonenzahl ny; wird durch die dunkelgraue Kurve
dargestellt, die mittlere Besetzungswahrscheinlichkeit n; des Grundniveaus durch die
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hellgraue Kurve. Die schwarze Kurve reprasentiert das Leitungsniveau n,. Die gestrichelte
Linie in (3a) ist (nk,l + nz). Sie nimmt wegen den Kavititsverlusten stetig ab und zeigt die
Starke der Dampfung.

Es sollen die gewonnenen Ergebnisse kurz diskutiert werden. Man kann in allen vier
Grafiken gut erkennen, dass bei jeglicher Anfangsbedingung ein Gleichgewichtszustand
angestrebt wird. Hierbei nimmt die Zahl der Photonen aufgrund der Kavitdtsverluste
stetig ab. Das hat auch Einfluss auf die angeregten Zustidnde, welche folglich keinen
konstanten Wert annehmen, sondern langsam gegen Null laufen. Dementsprechend lauft
das Grundniveau gegen den Wert Eins. Man erkennt stets, dass im Falle einer Relaxation
die Zahl der Photonen zunimmt (siehe 3a, spontane Emission). Abb. 3b zeigt ein schnelles
Anregungsverhalten und langsames Relaxieren der angeregten Zustidnde bei grofder
Photonenzahl. Kohdrentes Pumpen (Abb. 3c) bedeutet, dass ein Anfangszustand
prapariert wird, welcher Grund- und Leitungsniveau mit gleicher Wahrscheinlichkeit
besetzt. In Abb. 3d sieht man gut, dass zu der spontanen Emission noch die stimulierte
Emission hinzukommt, da die Photonenzahl kurzzeitig ihren Anfangswert libersteigt.

5.2. Einsteinkoeffizient

Es soll hier die Dynamik des Quantenpunktes in einem ausgedehnten System untersucht
werden. Dabei wird vom Kavititsmodell abgesehen, was uns schliefilich zum
Einsteinkoeffizient der spontanen Emission fiihrt.

Wir betrachten die Bewegungsgleichung des Leitungsniveaus n,:

1, = Z 2mgiZg2h ((nz — npdnga +1nz) 8w, — wi) (5.2.1)
= Z 21 (g ((nz ny)ng; + nz) §(wo — wy) (5.2.2)
g S 2.
Twl 5 5
= - ( RegnV |d12]° - (1 = cos®0) ((nz —ny)ng, + nz) §(wo — wi) (5.2.3)
mws 5
= =D ey 42, (1 — cos” 8) (1 = n)ngea + 1z ) (wo — i) - (5.2.4)

Das Quantisierungsvolumen V soll beliebig grof} sein, sodass die sich einstellenden
Schwingungsmoden k quasi-kontinuierlich werden. Schritt (5.2.2) auf (5.2.3) ist im
Appendix (Abschnitt 10.2) ausfiihrlich vorgerechnet. Um die Deltadistribution
auszuwerten, iberfithren wir Gleichung (5.2.4) in die Integraldarstellung in
Kugelkoordinaten. Dabei wird folgender Ansatz gemacht:

1 -
= Ak k= 2 2.
zk: Akzk: Ak Alll(r_r)l0 ik d3k = (271)3[ dkk fd@ sm(@)f de. (5.2.5)

Fiir die Dynamik des Leitungsniveaus ergibt sich folglich:
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2

. L13w2d?, )
n, = — Z;E;dekk fd@mneﬂ—cm MI(W wz_nﬂWa+na5®m W) (5.26)
4/3 21
Wod72
3;h50f dik® — ((nz — )Ny + n2) §(wo — wy) (5.2.7)
(l)zd%Z v (;_)k
- 37(;heof a3 ((nz Ny + n2)5(wo — wy) (5.2.8)
0
342
wgdip
= T 3nhc3e, (02 = ndmiz +na), (5.2.9)
r

wobei I" der Einsteinkoeffizient der spontanen Emission ist.

6. Wirkungsgrade von Solarzellen

Nachdem nun die Dynamik der wichtigsten Observablen und deren Photon-assistierte
Grofden bekannt ist, kdnnen einige weiterfithrende Aspekte betrachtet werden. Es wird in
den folgenden Unterabschnitten ein fundamentales Limit hergeleitet, sowie das Shockley-
Queisser-Modell erliautert.

6.1. Thermodynamisches Limit

Wir wollen nun ein Zwei-Niveau-System im Gleichgewicht betrachten, um herauszufinden,
unter welcher Bedingung die Erzeugungsrate von Elektronen-Loch-Paaren genau ihrer

Rekombinationsrate entspricht. Wir konnen dabei die mittlere Photonenzahl (G;E 1Ck ) als
eine Bose-Einstein-Verteilung

1
N = () = = (6.1.1)

T-1
annehmen. Hierbei ist kg die Boltzmann-Konstante und T die Temperatur des Systems. In
der Bose-Einstein-Statistik existiert, im Gegensatz zur Fermi-Dirac-Statistik, keine
Begrenzung fiir Besetzungszahlen in einem Zustand. Desweiteren betrachten wir das
System in einer Kavitit, sodass wir den rein resonanten Fall mit w, = wy, annehmen
konnen.
Wir bedienen uns der Gleichung (5.2), substituieren mit
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Ry = 2mgibgian:, Ry =2mgiigkina,  R=(R;—Ry) (6.1.2)

und machen eine weitere Annahme der statistischen Physik: Das Verhaltnis der
Besetzungszahlen R;/R, st fiir hohe Temperaturen Ty (durchschnittliche
Umgebungstemperaturen von ca. 300 K) durch die Boltzmann-Verteilung
hwo—eV

Ri_ olomy (6.1.3)

Ry
gegeben. Der Term eV = pu, — y, ist die Differenz der chemischen Potentiale im Leitungs-
und Valenzband und kann als Zellspannung interpretiert werden. Man betrachtet also die
Bandliickenenergie Aw, abziglich der Diffusionsspannung eV im Gleichgewicht. Ersetzt
man nun in Gleichung (5.2) die Besetzungszahl der Photonen ny ; auf der rechten Seite
durch die Boltzmann-Verteilung des Sonnenspektrums, also fiir die Temperatur Ts, so
erhéalt man:

_ 1 1
nk'l = _R h(l)o - h(l)o—ev ' (6l1l4)
eksTs —1 e ksTu —1

Letztendlich sieht man an dieser Gleichung, dass die Anderung der Photonenzahl unter
der Bedingung fiir die Zellspannung

Ty
eV = hw (1 - —) (6.1.5)
Ts
zum Erliegen kommt. Es werden in diesem Gleichgewichtszustand genauso viele Photonen
absorbiert, wie sie auch wieder (durch Rekombination) emittiert werden. Der Term

=1—-— 1.
nc To (6.1.6)
wird Carnot-Wirkungsgrad (Carnot-Faktor) genannt. Dieses theoretisch hergeleitete
thermodynamische Limit bedeutet, dass der Wirkungsgrad einer jeden Solarzelle nach
oben hin begrenzt wird.

6.2. Shockley-Queisser-Limit

Das Modell von William Shockley und Hans-Joachim Queisser [8] berticksichtigt typische
Eigenschaften von Halbleitermaterialien, welche im vorherigen Unterabschnitt nicht
betrachtet wurden. Dadurch wird der Wirkungsgrad nach unten hin korrigiert. Allgemein
wird sowohl von einem Schwarzkorper als Strahlenquelle (Sonne), als auch von einem
Schwarzkoérper als Solarzelle ausgegangen. Die Solarzelle absorbiert somit jedes Photon,
welches energetisch iiber seiner Bandliicke liegt. Alle Photonen der Frequenz v, die
energetisch lber dieser Resonanzfrequenz v, liegen, steuern nach einer Reihe von
strahlungslosen Phononeniibergidngen bei der Energieumsetzung trotzdem nur einen
Energiebetrag von hv, bei. Die absorbierte bzw. umgesetzte Strahlungsdichte berechnet
sich folglich aus dem Integral tiber dem Produkt aus Photonenzahl Qs = Q(vg, Ts) und der
jeweils umgesetzten Photonenenergie hv,. Die Photonenzahl wiederum ist das Produkt

aus der Zahl der Eigenschwingungen pro Frequenzintervall 4mv?/c3, der Zahl der
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moglichen Polarisationszustidnde und der mittleren Besetzungszahl der Photonen, sprich
der Bose-Verteilung:

8w [ v?
Qv Ts) = f dv——. (6.2.1)
Vg

eksTs — 1

Hierbei ist v, die Resonanzfrequenz des Halbleitermaterials. Wir substituieren mit
x = hv/kgTs und erhalten fiir die elektrische Energie der Elektronen

87T(kBT5)3 r X2

hyQ(vg Ts) = Vg—z7 — | Kz (6:2.2)
Xg
Die Gesamtstrahlungsdichte Pg der Sonne wird als Integral tiber die Planck-Formel
87T(kBT5)4 r X3
ST TR Xex—1 (6.23)
0
angenommen. Das Integral in Gleichung (6.2.3) hat die Losung w* /15, also folgt:
5 4
= 8 (kpTs)” (6.2.4)
15¢3h3

Der Wirkungsgrad n(xg) ist letztendlich das Verhaltnis von umgesetzter elektrischer
Energie zur einfallenden Strahlungsdichte:

Qs
P
Dieses Ergebnis ist der Grundstein der Shockley-Queisser-Betrachtung und wird in
folgender Abbildung graphisch dargestellt.

n(xg) = kpTsxy (6.2.5)

7 [%]
40f
301
20}
10f
: : : : % [eV]
2 4 6 8 10
Abbildung 2: Wirkungsgrad in Abhéangigkeit von x, = p hT vy fiir Ts = 5800 K.
B'S

Aufbauend auf diesem einfachen Zusammenhang zwischen der umgesetzten elektrischen
Energie der Solarzelle und einfallender Strahlungsdichte der Sonne wird des Weiteren
gezeigt [8], dass der Wirkungsgrad zusatzlich von dem idealen Strom-Spannungs-
Verhaltnis, von der Geometrie der Solarzelle und vom Einfallswinkel der Sonnenstrahlung
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abhingt. Die einfallende Strahlungsdichte wird somit dargestellt, als Produkt eines
geometrischen Faktors f,,, der Flache A der Solarzelle und der Gesamtstrahlungsdichte Ps:

P=f, AP, (6.2.6)

wobei f,, = wg/m und wg der Winkel, unter dem der Kugelsektor der Sonne hier erscheint.
Die maximale Leistung einer Solarzelle kann erreicht werden, indem eine Spannung V
anliegt sodass das Produkt von Strom und Spannung ein Maximum ergibt:

dv
=0

— = (6.2.7)

6.3. Diskussion

Auch wenn es sich beim thermodynamischen Limit um eine grobe Abschitzung handelt, so
wird trotzdem klar, dass die Energieausbeute durch Rekombinationsprozesse geschwacht
wird. Das bedeutet, dass die Lebensdauer vieler Exzitonen zu kurz ist um effektiv zur
Stromleitung beizutragen. Dieser Effekt ist der Hauptverlustmechanismus einer Solarzelle.
Bei einer Photosphiarentemperatur der Sonne von 5800 K und einer
Umgebungstemperatur der Solarzelle von 300K ergibt sich ein maximaler
Carnot-Wirkungsgrad von 95 %. In gekiihlter Umgebung sinkt die Rekombinationsrate.

Im Rahmen der praxisndheren Shockley-Queisser-Betrachtung zeigt sich, dass der
Wirkungsgrad in einem dreidimensionalen Halbleiter (also ohne Quantenpunkte)
zusatzlich von der Bandliicke des verwendeten Halbleitermaterials abhangt. Es kommen
weitere Verluste durch den geometrischen Faktor und die Rekombinationsrate hinzu. In
diesem Modell werden mit unfokussiertem Sonnenlicht bei Bandliicken von um die 1,3 eV
Wirkungsgrade von knapp iiber 30 % erreicht [8], was noch iliber den Werten
kommerzieller Solarzellen liegt.

Neben den Rekombinationsverlusten kommt ein weiterer Verlustmechanismus hinzu. Bei
Elektronenanregung mit Photonenenergien oberhalb der Bandliicke kommt es zu
Phononenerzeugung mit daraus resultierender Hitzeentwicklung. Dieser Effekt kann
jedoch durch einen Multilayer von Halbleitermaterialien verschiedener Bandliicken
gemindert werden, in dem jede Schicht einen spektralen Bereich absorbiert und somit das
sichtbare Sonnenspektrum ganzheitlicher verwendet werden kann. Diese Anordnung wird
auch als multi-junction-cell [5] bezeichnet. Hoherenergetische Strahlung, welche nicht von
der roten Schicht absorbiert wird, fiihrt also weniger zur Phononenbildung, sondern zur
Absorption durch die griine Schicht, usw.. Es handelt sich daher nicht um eine
fundamentale Begrenzung.

Jede Umwandlung von elektromagnetischer Strahlung in elektrische Energie ist durch ein
thermodynamisches Limit begrenzt. Gelingt es jedoch einen Mechanismus zu finden, der
Rekombinationseffekte mindert, so ldsst sich die mdgliche Zellspannung erh6hen und der
Wirkungsgrad steigern. Dass eine Moglichkeit dazu existiert, zeigt Marlan O. Scully [7].
Prinzipiell verwendet er dabei den umgekehrten Mechanismus des lasing without
inversion. Folglich wird Gleichung (6.1.5) unter der Bedingung einer kohdrenten Kopplung
eines Doublet-Leitungszustandes durch einen Korrekturterm erginzt. Es wird in diesem
drei-Niveau-System mittels Quantenkohdrenz gezeigt, dass dieses fundamentale Limit,
was urspriinglich den maximal moéglichen Wirkungsgrad definiert hat, nicht so statisch ist,
wie einst angenommen.
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7. Modell einer Quantenpunkt-basierten Solarzelle

In Anlehnung an die Vorgehensweise zum Shockley-Queisser-Limit [8] wird ein
Wirkungsgrad hergeleitet, der fiir ein Quantenpunkt-Ensemble in einer multi-junction-cell
gilt. Die einfallende Energiedichte Pg soll wieder als Integral {iber die Planck-Verteilung
gegeben sein:

_ 8m°(kpTs)*
57 15¢3h3
Betrachten wir eine Quantenpunktschicht, welche die Frequenzen des Planck-Spektrums

absorbiert, die um einen Mittelwert (z.B. 1,8 eV) normalverteilt sind, so ist die umgesetzte
Energiedichte durch

(7.1)

8m r v? gqop (V)
Eel = C_3 dV v - hvGap N (72)
0 eksTs — 1 Qb

gegeben. Um zu gewdhrleisten, dass nicht alle Quantenpunkt-Resonanzfrequenzen
gleichhéufig vorkommen, werden diese mit einer Normalverteilung gqop(v) um eine
Hauptresonanzfrequenz Eqp/h der Quantenpunkte gewichtet. Hierbei ist Ngp das
Maximum von gqop(v). Das bewirkt eine Normierung derart, dass im
Absorptionsschwerpunkt alle eintreffenden Photonen zu einer Anregung fiihren. Die
Bandliicke des umschlielenden Halbleitermaterials ist durch hvg,, gegeben. Ein

einfallendes Photon regt ein Elektron im Quantenpunkt an, welches dann mit der
thermischen Energie von kgTy ~ 0,025 €V in das Leitungsband mit der Energie hvg,p

gehoben wird. Siehe dazu folgende Abbildung:

p kT,

QD

Abbildung 4: Quantenpunkt (QD) im Bandermodell.

Deshalb wird in unserem Modell die Bandliicke des die Quantenpunktschicht
einschlieféenden Halbleitermaterials mit 0,005 eV tiber dem Absorptionsschwerpunkt
angesetzt. Im Endeffekt tragt jedes Photon, welches ein Elektron eines Quantenpunktes im
Ensemble anregt, zu einer elektrischen Energie bei, die der Bandliicke hvg,, des
umliegenden Materials entspricht. Deshalb wird in Gleichung (7.2) an das Integral iiber die
Zahl der Photonen, die zu einer Anregung eines Quantenpunktes fiihren, der
Energiebetrag hvg,, ranmultipliziert. Analog tragt im Shockley-Queisser-Modell jedes
Photon den Energiebetrag der Bandliicke des Halbleitermaterials bei.

Geht man von einem Schwerpunkt der Absorption bei 1,8 eV aus, sowie einer
Standardabweichung von 0,01 eV (inhomogene Verbreiterung), so ergibt sich folgendes
Verhaltnis:
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Abbildung 5: Photonenzahl N (schwarze Kurve) und Zahl der angeregten Elektronen
(gestrichelt) in Abhadngigkeit der Frequenz v.

Der daraus resultierende Wirkungsgrad fiir ein solches Quantenpunkt-Ensemble liegt bei
n = Eq/Ps = 1,03 %. (7.3)

Die Diinnschichtigkeit der Quantenpunkt-Zellen bietet sich an, um einen multi-junction-cell
Aufbau zu realisieren. Hierbei ist anzumerken, dass jede Quantenpunktschicht von einer
eigenen zugehorigen Halbleiterschicht mit unterschiedlicher Bandliicke umgeben sein soll.
Gehen wir davon aus, dass wir eine vierschichtige Solarzelle betrachten mit
Absorptionsschwerpunkten bei 1,25 eV (hvga, = 1,255 eV), 1,5V, 1,75 eV und bei 2 eV,

sowie gleichbleibender Standardabweichung, so ergibt sich mit

gQD(V)
h
VGap PJQD -
(7.4)
v v v v
81.25M) 4 oo oy 1 8L e oy 875 pep oy 8200 5 oy
1,25 1,5 1,75 2
folgende Energieausbeute:
N
g xlo-7 |
:
£ x10-% ¢ i
]
]
41077 i
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1 %1079t e H
howogon
II o .
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Abbildung 6: Photonenzahl N (schwarze Kurve) und Zahl der angeregten Elektronen
(gestrichelt) in Abhangigkeit der Frequenz v.

Bei einem solchen multi-junction-cell Aufbau wiirde in unserem naiven Modell ein
Wirkungsgrad von 1 = 4,14 % erreicht werden.
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8. Zusammenfassung und Ausblick

Nach einer Abhandlung tber die vollstindige Quantisierung der Licht-Materie-
Wechselwirkung wurden systematisch alle wichtigen das System beschreibenden
Bewegungsgleichungen berechnet. Anschlief}end wurde die Dynamik eines Zwei-Niveau-
Systems im Falle eines GaAs-Quantenpunktes in einer Kavitit untersucht und anhand
verschiedener Anfangsbedingungen illustriert. Der Einsteinkoeffizient der spontanen
Emission wurde fiir ein ausgedehntes System berechnet. Dann wurde in Anlehnung an die
Arbeit von M. O. Scully ein thermodynamisches Limit fiir Solarzellen hergeleitet, das
Shockley-Queisser-Modell erldautert und verschiedene Verlustmechanismen diskutiert. Zu
guter letzt wurde im Sinne einer Kombination beider Arbeiten ein eigenes, naives Modell
eines Quantenpunkt-multi-junction-Solarmoduls entworfen und dessen Wirkungsgrad
berechnet.

Dieser Ansatz lief3e sich verbessern, wenn man analog zum Shockley-Queisser-Modell das
ideale Strom-Spannungs-Verhdltnis, die dreidimensionale Geometrie der Solarzelle, den
Einstrahlwinkel der Sonne und die Rekombinationsverluste mit in Betrachtung ziehen
wiirde. Man konnte auch den Tunnelstromen in Quantenpunkten Aufmerksamkeit
schenken und giangige Materialparameter verwenden. Ziel sollte es sein, einen
mikroskopischen Zugang zu den makroskopisch gewonnenen Ergebnissen zu finden.
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10. Appendix

In diesem Abschnitt werden einige Nebenrechnungen ausfiihrlich dargestellt.

10.1. Photonen-Hamiltonian

Ortsableitungen der transversalen Deltadistribution:

. 1 N kik;
Zai sp(r—r") = Zai—(zw f d3kelk'<r-r><5i,. —%)
i i
- Yo
i

: / 1 . n KiK;
f d3ke1k-(r—r ) _ Z ai Wf d3ke1k-(r—r )%
i

9,00,
— (2m)3
1

(2m)?

fd3keik-(r—r’) 4+ fd3keik-(r—r')%

RRIEEE

A . 1
— 9. R 31, ik (r-r")
) (5(1- r') + (211)3fd ke kz)

1 1 1
=6j(8(r—r)+EAm)= aj(S(r—r)—EéhtéS(r—r))

=0;(6(r—r)—=8(r—r")) =0.

Beweis von Gleichung (2.1.24) - (Aquivalenzrelation)
(VXA = &ijkEimn0jAkOmAnei - € = &jkEmn0jAxOmAndi
= &iik€imnOjAkOmAnSil = (8jmOkn — SinOkm)0AkOmAn
= 6jmOkn0jAkOmAn — 8jnOkmIjAkOmAn
= 0 ArOmAx — OnArOrAn

= ZS: (OmA?,

km=1
wobei
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OnAxOkAn = KyrpAgkyrA, = KyrAgkyrpAn

= 0 AO,A, = (V-A)?=0.

Unter Verwendung der Aquivalenzrelation (2.1.24) folgt

- 1 - 1 "
Hpe = Ef d3r(£0(6tA(r, )" + E(V X A)2>

1 .1 o
= 2 f d3r<50(6tA(r,t)) +M—O;(6mAk) ) (10.1.1)

Der Hamiltonoperator soll auf die Form

_ L1
kA

gebracht werden. Hierbei hebt sich die Zeitabhangigkeit im Produkt beider Operatoren
gegenseitig auf:

e;;/lem = eE’Ae—iwktek,Aeiwkt = e]t,a(t)ek,/’l(t) )

auch wenn beide Operatoren fiir sich eine Zeitabhédngigkeit besitzen.
Wir berechnen aus Gleichung (10.1.1) getrennt die Ableitungen von A:

2

a.A z =|a h ikra —iwgt 4 5 h —ikrat Liwgt
( ¢ (l‘.t)) = o E PRSI L E Zonegy e Ckal
kA kA
Seil’ h d k t
= = r— :
ei 2opeaV und y Wk

2
(Z (—iwk)F ek';ﬁk,,leiy + Z (lwk)F ek,;\’c‘]t,/le‘iy)
kA kA

. 2 .

_ 212 .2 (A \2.2i 2r2 .2 (A —2i

= - E wil? ef (g q) e — E wil? e, (e ,) e 2
%) KA

212,52 a At 22,2 At A
+ E wi I’ €xACkaCry T E wi I’ €k ACk k1 -
kA kA
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Mit
e12<,1 = elz(,z =1
ergibt sich fiir die Zeitableitung von A:
- 2 A 2 iy A 2 o A A
(atA(r, t)) = Z wEl? [—ezw(ckll) —e ZW(C;LA) + Ck,AC;E,A + clhck',l] : (10.1.2)
KA

Jetzt wird der zweite Ableitungsterm aus Gleichung (10.1.1) berechnet.

2
N2 C . — .
Z(aiA]’) = Z (ai z T e}, Ceae™ + 0; Z r ei(,)\cl-l(-,le w)
7 %) %)

ij

2
-3 (St - Vel
KA kA

i

)

j
— 212,21 i~ ) 2p2,-2i i At )2
= Z [— Z kil e"Y (ek,)\ck,,l) - Z ki{r<e=< (ek)\ck’/l)

ij KA KA

N + N2y
+ Z klzl“z (ei{';\) ﬁk,,lék'l + Z klzl"z (ei{’;\) /C\k,/l/c\k,/'l
kA kA
_ _ z kZFZeZiY(ékA)Z _ Z kzl—-ze—ziy(e’r )2
: kA
KA KA

£ KT, + ) KT s
kA kA

Hierbei gilt
3

3
RN — K2
D eladla= 1) kik = K2,
. -

j=1 i
also folgt:

—~ . . 2
Z(aiAj)z = Z k*I? (—ez‘y(ﬁk,/m)2 — e 2V(ef )" + eath; + Ebem) : (10.1.3)
kA

Lj
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Nun setzen wir die Ergebnisse (10.1.2) und (10.1.3) in (10.1.1) ein:

o _ 3 £owi I 2iy(a )2 _ a-2iy(at V2 L a At At 4
Hpt— d°r > —e (ck’,l) —e (Ck,l) + CraCia T CxaCka

kA

K22 ¢ ivia V2 aziv(at \2 4 a ot 4t a
+Z (—e ‘V(ck,,l) —e n’(CM) +ck,,1ck7/1+ck7/1ckl,1)
k,

~ 210

2 kZFZ ) )
f Z <Sowk > (—ezw(ﬁk,/l)z — e—zly(e]’b)z + ek,/’le]t,/l

) 2ug

S PN
+ Ck,lck,l)

Betrachtung des konstanten Vorfaktors:

( N k2> < N k2> h (1 N k? > hwy
gowi — = | gowi =
ok Ho) 2 oK Ho ) 4wV Hogowi) 4V
k?c? fl(l)k k? hwk
1 + > | T = 1 + —
wi ) 4V K2) 4V

ha)k
2V

Daraus folgt fiir den Hamiltonoperator Flpt:

T

fl(})k . 2 . 2
E : ~ _oiv(at A At At A
pt f d3r W (—EZIY(Ck'/l) —e Zly(Ck'A) + CkACk 2 + Ck,ACk,/'l)
kA

h h
= wk (ck,l) fd?’re wk ”T/l) fd3re‘Zly

hwy
+Z (CkACkA+Ck/1ckl)fdr

kA

hAck 2 siw . hck .
_ - Kt 3 .. n2ikr _ 2iwgt 3.. ,—2ikr
v ck_,l)e fdre v k)e jdre

A andem 5500
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hwk
+ z (Cklckl + Ckackl)
KA

= — z ké(k) ZL_\C/ (2m)3 [(em)ze—ziwkt + (el-l(-,/l)zeZiwkt]
K

e —
=0

_fg_ at +_AT a +_AT ¢ __eT e )
AVK, Kk , k : Kk :
2 Ck/'lc A T Ckalka T C 1 Cka ACkA

»M

hwy
KA
|
= hwy (ck,lc a2t E) .
KA

10.2.  Skalarprodukt von Dipolmoment und Polarisationsvektor

2 2 2

2 _ i j Y i .
Z|ek,z-d| = Zzek"ldi (ek,)Ld]') = Zzekﬁekﬂ didj
A=1 ij A=1 ij A=1

Kik;

=S~z
kdkd 5 k- d| , |k|2|d|2 cos2 0
Edll— = AP 5= = P - ——— 5

= |d|?(1 — cos?0).
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